
تبریز دانشگاه
ریاض علـوم ده دانش

محض ریاض گروه

پایان نامه

رشته ی در ارشد  کارشناس درجه دریافت برای

منطق گرایش محض، ریاض
عنوان

ناتمامیت دوم قضیهی استاندارد برهانهای
گودل

راهنما استاد

پورمهر صالح سعید دکتر

مشاور استاد

حومئ هژیر دکتر

ر پژوهش

خالق شیوا

١٣٩۵ زمستان



م ّ ن ِا ْ ّ ْم ِا ِا

تان م ھا دو از و ن م تان م جا و ن م و ت دو ای
تان م آ و زن در ا ن ش آ و ی رد ار م د با

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

و ه م جا و دل ای ی د و ی جا و ه م وا و ن ی د ز ای
و ه م آ از و دم ت ن ن ه ی آ از دی ن ی و

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

ود ند ا یدهام آب ز ود ند و ت وام ق
ود ند پام ت ا دل وا د ید پاش ند ا ند و

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

م د جان ت دو ز م ن دل م د آسان ت د ز را و د ن
م د مان ار صد د کان دارم دی یادگار ت دو از

مولانا

ی



: م قد

م ود ید ا و م ناه م، د ز جاودان ه ی وره ا
م» واده «خا
ند، سا ام و ره ق از رهای غ ی ی با را ش و و تلاش ن آ

را... ن ز ه شا د وز یا ن

دو



دا نام
ِقْ. ْخا ا ُ ْ َ َمْ وق َخ ْ ا ُ ْ َ َمْ و

علم درهای و شناساند ما به را خویشتن که آفریدگاری جلاله، و جل را خدای مر ستایش و سپاس
ومعرفت علم طریق در را خویش ضعیف بنده بدان، تا فرمود عطا فرصت و عمری و گشود ما بر را
او خلق به خدمت جز یابم توفیق آنکه امید به اوست، از دارم هرچه که را خداوندی بیازماید.
پربار درخت سایه در تا ساخته نصیبم فداکار استادان کرم، روی از که شاکرم بس را خدای نکوشم.
بودنشان ه کسانی نمایم. تلاش دانش و علم کسب راه در وجودشان سایه از و بیاسایم وجودشان

صالح سعید دکتر آقای جناب از کنم م ر تش خالصانه و متواضعانه سرم... بر است افتخاری تاج
دریغ من بر عرصه این در کم هیچ از صدر، سعه کمال در که گرانمایهام راهنمای استاد پورمهر
که شایستهای و کمالات با استاد گرفتهاند؛ عهده بر را نامه پایان این راهنمایی زحمت و ننمودند
تجربههای تمام و رسیدن عظمت خواستن، جسارت دانستن، غرور و لذت بودن، باور ناب لحظات

هستم. ایشان سبز حضور مدیون را تحصیلم دوران زیبای و تا ی
تقبل را رساله این مشاوره ی و مطالعه زحمات که حومئ هژیر دکتر آقای جناب از کنم م ر تش

فرمودند.
انجام زیاد وقت صرف و دقت نهایت با را رساله این داوری که تاری سمیه دکتر خانم سرکار از

م نمایم. ر تش دادند،
که تبریز اه دانش تکمیل تحصیلات و ریاض علوم ده ی دانش محترم کارکنان و گرام اساتید از

م نمایم. ر تش شده اند، متحمل را زحمات اینجانب اه دانش تحصیلات مدت در
حمایتشان و خیر دعای که وبرادرم خواهر و مادر و پدر ام زندگ عزیزان از ر تش و احترام ادای
آقای جناب های کم و همراه از کنم م قدردان و ر تش همچنین و هست و بوده من با همواره

ننمودهاند. دریغ بنده از را خود حمایت تحصیلم دوران تمام در که احمدی میلاد مهندس
بی کار سلاح، بی جهاد همراه، بی رفتن نومیدی، در صبر ست، ش در تلاش توفیق ما به خداوندا
بی خوبی ریا، بی ایمان نان، بی خدمت نام، بی عظمت دنیا، بی دین وت، س در فداکاری پاداش،
دوست آنکه بی داشتن دوست و جمعیت انبوه در تنهایی غرور، بی مناعت ، خام بی گستاخ نمود،

فرما... عنایت را بداند،

ی خا وا
۱۳۹۵ تان ز

سه
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یده چ

برهان اول، فصل در است. گودل ناتمامیت دوم قضیه مختلف برهان چندین شامل پایاننامه این
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آخرین، و سوم فصل در بالاخره کند. م بررس زیر [۴] مقاله از را برن و هیلبرت اثباتپذیری
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مقدمـه

معروف قضایای اثبات با بیستم، قرن در ریاضیات و منطق مشاهیر از ،(١٩٠-١٩٧٨۶) گودل کورت

تأثیرات دامنهی اما گذاشت. جای بر منطق و ریاضیات در رف ش تأثیرات دوم و اول ناتمامیت

بویژه ، فلسف مختلف گسترههای ه بل نماند، منطق و ریاضیات حوزه به محدود گودل قضایای

و داده قرار خود تأثیر تحت را ریاضیات فلسفه و ذهن فلسفه جمله از مضاف فلسفههای از برخ

در امروزه برگشود. متافیزی حوزه در مطلق فلسف نظریههای برخ تا را خود کاربرد دامنه حت

کارهای فلسف رف ش نتایج و گودل از نام که یافت توان م را فلسفه کلاسی کتاب کمتر غرب

باشد. نیاورده میان به او

ارایه باشیم. داشته گودل ناتمامیت دوم و اول قضایای محتوای به اشارهای ابتدا در که است مناسب

برای که وجه به گودل، ناتمامیت قضایای اثبات روش و محتوا از نمادی غیر و ریاض غیر بیان

گودل ناتمامیت موجب به است. دشواری بسیار کار باشد، استفاده قابل فلسفه مندان علاقه همهی

باید شرایط) بعض (تحت باشد، قوی کاف اندازه به که حساب، موضوع اصل صوری سیستم هر

اثبات قابل دام هیچ آن نقیض و آن خود که گزارهای یعن باشد، ناپذیر تصمیم گزارهای بر مشتمل

نیست.

در هستند. P نقیض یا P اثبات از ناگزیر زبانشان، از P جمله هر برای تمام، منطق سیستمهای

واقع در نیستند. تمام معن این به محقق سیستمهای که کند م اثبات گودل ناتمامیت، اول قضیه

توانند م نه و کنند اثبات را آنها توانند م نه سیستمها، که دارند وجود مقدمات حساب از جملات

است. شده اثبات آنها سازگاری که حال کنند،در رد را آنها

کنید فرض نیست. صوری ل ش به کردن موضوع اصل قابل حساب حقایق از بخش بنابراین

٣



۴ مقدمه

باشد: داشته را زیر شرایط S معین سیستم

اثبات را آن اگر که قسم به باشد داشته خود زبان در جمله هر اثبات برای کاف قدرت ‐١

کند. م اثبات را آن که کند اثبات آنگاه کند، م

اثباتپذیر S در G» از: عبارتست که گودل)، خودارجاع (جمله G معین جمله بیان به قادر ‐٢

باشد. نیست»،

بتواند S اینکه فرض با زیرا کند. اثبات را G تواند نم باشد سازگار که مادام S شرایط، این تحت

اثبات (٢) واسطه به و است» اثبات قابل S در G» که شود م اثبات (١) واسطه به کند، اثبات را G

اول برهان تر فن بیان بود. خواهد ناسازگار S بنابرای، نیست». اثبات قابل S در G» که شود م

باشد: م زیر صورت به ناتمامیت

اثبات قابل S در G که گوید م G جمله و کند م اثبات را درست جملات فقط S کنید فرض

آنگاه باشد، درست G اگر زیرا بود، نخواهند اثبات قابل S در G نقیض نه و G نه بنابراین نیست.

فقط S که چرا نیست، S در اثبات قابل هم باز باشد، نادرست G اگر و نیست، اثبات قابل S در

است. درست G رو این از و نیست، اثبات قابل S در G بنابراین کند. م اثبات را درست جملات

اثبات را درست جملات فقط S چون نیست، اثبات قابل S در لذا و است نادرست G نقیض بنابراین

کند. م

مربوط حقایق آن در که صوری، سیستم هر «برای اینکه: از است عبارت گودل ناتمامیت اول قضیه

فرض با که قسم به حساب، علم به مربوط گزاره ی ساختن باشند، اثبات قابل حساب علم به

است.» ن مم نباشد، انکار یا اثبات قابل نظر مورد نظریه در و باشد، درست مزبور نظریه سازگاری

سازگاری تواند نم باشد، سازگار سیستم ی «اگر که: ادعاست این حاوی ناتمامیت، دوم قضیه و

[٢٢] کند.» اثبات را خودش



١ فصل

گودل ناتمامیت دوم قضیهی معرف

۵



۶ گودل ناتمامیت دوم قضیهی معرف .١ فصل

یده چ

نظر از و طولان IΣ1 مانند ضعیف نظریههای برای گودل ناتمامیت دوم قضیهی معمول برهانهای

توانایی به که مبهم جملات بیان با موارد از خیل در و شده ارایه ندرت به جزئیات پیچیدهاند. فن

برای راهنماییهایی ما ابتدا در شوند. م حذف کاملا شود، م اتکا آنها کامل درک برای خواننده

اثبات بعداً، کنیم. م ارایه ضعیف نظریههای در گودل دوم ناتمامیت قضیهی معمول اصل فن نکات

در (و است یخ ازآنِ که زرملو‐فرانکل مجموعههای نظریه در قضیه این برای را سادهتری و جدید

تواند م برهان این که کنیم م مشاهده و کرده ارایه است) شده بیان بیشتری تفصیل با ٣ فصل

در که فن های پیچیدگ از خیل از برهانها این در شود. داده تعمیم نیز ضعیفتر نظریههای به

کنیم. م اجتناب هستند نیاز مورد معمول برهانهای

مقدمه ١ . ١

نه آنها نیست. پوشیده کس بر ریاضیات بنیاد هم و منطق برای هم گودل ناتمامیت قضایای اهمیت

منطق نقش ابدیت تا همینطور دادهاند، نشان آن اصل صورت در را هیلبرت برنامه بودن ن نامم تنها

اهمیت درباره امروز به تا پایان بی بحثهای که نیست ذکر به لازم کردند؛ عوض را ریاضیات در

شوند: بیان زیر صوری غیر صورت به توانند م قضایا این دارند. وجود قضایا این فلسف

گودل) ناتمامیت اول (قضیهی .١ . ١ . ١ قضیه

مانند جملهای آنگاه دارد. دربر را حساب از کوچ قسمت که باشد پذیر اصل نظریهی T دهید قرار

سازگاری شرط T اگر و کند، نم اثبات را θ ،T آنگاه باشد، سازگار T اگر که طوری به دارد وجود θ

کند. نم اثبات هم را θ نقیض T آنگاه کند، ارضا را ری دی

گودل) ناتمامیت دوم (قضیهی .١ . ١ . ٢ قضیه

سازگار T اگر دارد. دربر را حساب از کوچ قسمت که باشد پذیر اصل نظریهی T دهید قرار

کند. نم اثبات را T سازگاری ، T آنگاه باشد،



٧ گودل ناتمامیت دوم قضیهی معرف .١ فصل

قضیه از ساده نتیجهای اول قضیه مجموعهها، نظریه و حساب مرتبه‐اول معمول نظریههای برای

برای راهنماییهایی ابتدا بود. خواهیم متمرکز ناتمامیت دوم قضیهی روی ما اینجا در است. دوم

هدف کنیم؛ م ارایه ضعیف نظریههای در گودل دوم قضیه معمول برهانهای اصل فن نکات

مجموعه نظریه در [٩] یخ از قضیه برای کوتاه برهان ما سپس بود. خواهد آن بهینه تقریباً ارایه ما

نظریههای برای تواند م یخ برهان ونه چ که دهیم م نشان نهایت در کنیم. م ارایه را زرملو‐فرانکل

ضعیفترین از ی IΣ1 اینکه به توجه با شود، داده گسترش IΣ1 یا و پئانو حساب مانند ضعیف

که فن های پیچیدگ از خیل از برهانها این است. برقرار آن برای قضیه این که است نظریههایی

جویند. م دوری لازماند ناتمامیت قضیه معمول برهانهای برای

ناتمامیت قضایای اثبات در اصل لازم مواد ١ . ٢

کنیم: م تعریف .١ . ٢ . ١ تعریف

است y از اثبات x :proofT (x, y) ▹

provT (z) ≡ ∃xproofT (x, z) ▹

ی (در T شده داده نظریه ی برای گودل ناتمامیت دوم قضیهی معمول اثبات در اصل لازم مواد

هستند: زیر شرح به حساب) شامل زبان

.T زبان نحو از بازگشت سازی حسابی •

. بازگشت شمارای محمولات Σ1‐تعریفپذیری •

.T در حساب زبان Σ1‐جملات اثباتپذیری •

سازی. قطری •

.T در provT اثباتپذیری محمول های ویژگ برخ اثباتپذیری •



٨ گودل ناتمامیت دوم قضیهی معرف .١ فصل

که ماده، پنجامین شوند. م ظاهر هم ناتمامیت اول قضیهی اثبات در همچنین اولیه اصل مواد

کند. م ثابت را ناتمامیت دوم قضیه از قویتر صورت که است اساس گام شود، م اثبات لتر مش

T زبان نحو از بازگشت سازی حسابی .I

مشخص طبیع اعداد با را نمادها توانیم م ،L شدهی داده صوری شمارای زبان ی برای

است انپذیر ام امر این نماییم. رمزنگاری را L نحو ( (مقدمات بازگشت طریق به و کرده

رمزنگاری روش شوند. م تعریف بازگشت طور فرمولهابه مانند نحوی مفاهیم که چون

مجموعهای با نمادها مجموعهی اگر پس باشد. بازگشت که مادام باشد، دلخواه تواند م

برهانها و فرمولها ترمها، کدهای مجموعهی آنگاه شود، متناظر طبیع اعداد از بازگشت

همچنین ما شوند). م متناظر طبیع اعداد از بازگشت مجموعهای (با بود خواهند چنین نیز

نتیجهی رمز z که است ,x⟩هایی y, z⟩ همهی شامل که داریم نیاز sb سهتایی رابطهی ی به

بازگشت و بوده y شدهی رمزنگاری ترم توسط x شده رمزنگاری فرمول متغیر تنها ذاری جای

باشد. نیز

(یعن باشد L فرمولهای از بازگشت شمارای مجموعهای T اگر که است این اصل نکته

provT اثباتپذیری محمول آنگاه باشد)، بازگشت شمارای T فرمولهای کدهای مجموعهی

است. بازگشت شمارای مجموعهای نیز T قضایای تمام رمزهای شامل ،(١ . ٢ . ١ (تعریف

بازگشت شمارای محمولات Σ1‐تعریفپذیری .II

ثابت نماد ی و S تایی ی تابع نماد ی ،· و + دوتایی تابع نماد دو شامل حساب زبان

با ترتیب≥ رابطهی است. 0

∃z(x+ z = y) اگروتنهااگر x ≤ y

شود. م تعریف

است: زیر ل ش به فرمول حساب) زبان (در Σ1‐فرمول ی

∃xφ(x, y1, ..., yk)
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کراندارند، همه آن سورهای که فرمول یعن است، کراندار فرمول ی φ(x, y1, ..., yk) که

هستند. ∀y ≤ z یا ∃y ≤ z ل ش به هم ر، دی عبارت به

،⟨N,+, ·, S, 0⟩ طبیع اعداد نظریه استاندارد مدل در طبیع اعداد از شمارا بازگشت مجموعهی هر

(١ . ٢ . ١ (تعریف provT (x) و sb(x, y, z) Σ1‐فرمولهای ویژه، به است. Σ1‐تعریفپذیر

کنند. م تعریف را provT اثباتپذیری محمول و sb زین جای رابطهی که دارند وجود

T در حساب زبان Σ1‐جملات اثباتپذیری .III

است. n عدد نمایانگر که SSSS...0︸ ︷︷ ︸
بار n

با است برابر n̄ ترم

نامتناه گروه چهار با و شده نامیده R0 حساب از زیر قسمت :(R0 (معرف .١ . ٢ . ٢ تعریف

شود: م تعریف زیر اصول از

.m+ n = p که طوری به m,n, p ∈ N هر برای ،n̄+ m̄ = p̄ .١

.m · n = p که طوری به m,n, p ∈ N هر برای ،n̄ · m̄ = p̄ .٢

.m ̸= n که طوری به m,n ∈ N هر برای ،n̄ ̸= m̄ .٣

:(n ∈ N هر (برای هستند زیر ل ش به که فرمولهایی عموم بستار و .۴

،x ≤ n̄ −→ (x = 0̄ ∨ x = 1̄ ∨ ... ∨ x = n̄)

دارد: را زیر مهم ویژگ R0

کند م ارضا را ⟨N,+, ·, S, 0⟩ دیاگرام اصول، از اول گروه سه از M مدل هر که آنجا از

ی N و M بین قطعاً سور بدون جملات همهی رو این از ،([١٧] از ١٢٧ صفحه (ر.ک.

سورهای با تنها حساب زبان در در جمله هر که کند م تضمین اصول از چهارم گروه هستند.

N در که Σ1‐جملات همهی رو، این از است. سور بدون جملهی ی با ارز هم R0 کراندار

حساب قسمت ضعیفترین R0 که شود م بررس راحت به برقرارند. نیز M در باشند برقرار

دارد. را ویژگ این که است
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ناتمامیت قضیهی اثبات در کنندهای تعیین نقش provT اثباتپذیری محمول از زیر ویژگ

φ فرمولهای همهی برای است، اثباتپذیر T در درست Σ1‐جملهی هر چون کند: م ایفا

داریم،

T ⊢ φ =⇒ T ⊢ provT (pφq) (١ . ١)

.pφq = n̄ آنگاه باشد، φ کد n اگر یعن است، φ گودل عدد pφq که

سازی قطری .IV

کند. مشخص را a کد paq کنید فرض باشد، فرمول یا ترم ی a اگر

گودل) سازی قطری (قضیهی .١ . ٢ . ٣ قضیه

فرمول هر برای آنگاه است. (١ . ٢ . ٢ R0(تعریف شامل که باشد نظریهای T کنید فرض

که طوری به دارد وجود θ جملهی ی است، آزاد متغیر تنها x که ،φ(x)

.T ⊢ θ ↔ φ(pθq)

اگر است، بازگشت sb چون ،([١٧]) R0 در بازگشت روابط نمایشپذیری طبق برهان.

آنگاه sb(m,n, p)

.T ⊢ ∀z
(
sb(m̄, n̄, z)↔ z = p̄

)
(١ . ٢)

دهید: قرار

.n = p∀z
(
sb(x, pxq, z)→ φ(z)

)
q

باشد زیر جملهی θ کنید فرض

.∀z
(
sb(n̄, pn̄q, z)→ φ(z)

)
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است. برقرار sb(n, [n̄], [θ]) که کنید توجه

(١ . ٢) طبق

.T ⊢ sb(n̄, pn̄q, pθq)

، روشن به

.⊢
(
θ →

(
sb(n̄, pn̄q, pθq)→ φ(pθq)

))
رو، این از

T ⊢ θ → φ(pθq)

داریم ،T ⊢ sb(n̄, pn̄q, pθq) که آنجا از ر، دی طرف از

T ⊢
(
φ(pθq)→ ∀z

(
sb(n̄, pn̄q, z)→ φ(z)

))
� .T ⊢ φ(pθq)→ θ پس

یعن سازی، قطری قضیهی به خاص حالت در ناتمامیت، قضایای هردو اثبات برای

داریم. نیاز ،¬provT (pxq) فرمول

T در اثباتپذیری محمول های ویژگ برخ اثباتپذیری .V

(PA) پئانو حساب موضوع اصول

(1) (∀x)(∀y)
(
S(x) = S(y)→ x = y

)
(2) (∀x)

(
S(x) ̸= 0

)
(3) (∀x)

(
x+ 0 = x

)
(4) (∀x)

(
x+ S(y) = S(x+ y)

)
(5) (∀x)(∀y)

(
x× S(y) = x× y + x

)
(6) (∀x)

(
x× 1 = x

)
(7) (∀x)[φ(x)→ φ

(
S(x)

)
] −→ [φ(0)→ (∀x)φ(x)]
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دوم قضیهی اثبات برای زیر ویژگ دو ،provT اثباتپذیری محمول های ویژگ میان از

هستند: مناسب ناتمامیت

،ψ و φ فرمول هر برای

. provT (pφ→ ψq)→ [provT (pφq)→ provT (pψq)] (١ . ٣)

. provT (pφq)→ provT
(
pprovT (pφq)q

)
(۴ . ١)

برای است. درست داریم استنتاج قانون عنوان به را مقدم) (وضع MP که وقت تا (١ . ٣)

برای است. درست باشند، اثباتپذیر T در درست Σ1‐جملات که وقت تا همچنین، (۴ . ١)

اثباتپذیر T در (۴ . ١) و (١ . ٣) ویژگ هردو که است لازم ناتمامیت دوم قضیهی اثبات

از بزرگتر (۴ . ١) و (١ . ٣) پیچیدگ که زیرا شود، نم برقرار نظریهای هر در این باشند.

شامل که T بازگشت نظریهی هر اینجا، تا .(Π2 هم و Σ2 هم یعن است ∆2) است Σ1

آنچه نیست. کاف R0 ،T در (۴ . ١) و (١ . ٣) اثبات برای اما بود. کاف باشد (١ . ٢ . ٢)R0

PA این، است. (IΣ1) Σ1−استقرا عنوان به شده شناخته پئانو حساب از قسمت داریم لازم

(۴ . ١) و (١ . ٣) ،IΣ1 اینکه دادن نشان برای است. Σ1‐فرمول به محدود استقرای اصل با

هستیم. بیشتری بخشهای نیازمند کند، م ثابت را فوق

گیریم: م نظر در را proofT (x, y) دوتایی رابطهی و باشد IΣ1 شامل T کنیم م فرض

است. y از T اثبات ی x

توابع از شده تعریف مقدمات بازگشت رابطهای این آنگاه باشد، مقدمات بازگشت T اگر

ما به و بوده مقدمات بازگشت که ،β گودل تابع بردن کار به با است. بازگشت روابط و

طور به که رابطهای هر که داد نشان توان م دهد، م را متناه دنبالههای رمزنگاری اجازهی

تعریف بنابراین هست؛ بازگشت شود، م تعریف بازگشت توابع و روابط از مقدمات بازگشت
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برهان رابطهی که باشد Σ1‐فرمول ،proofT (x, y) دهید قرار دارد. Σ1‐فرمول ی توسط

،ψ و φ فرمول هر برای که داریم proofT (x, y) تعریف از کند. م تعریف را

proofT (x, pφq) ∧ proofT (y, pφ→ ψq)→ proofT (x ∗ y ∗ pψq, pψq)

برهان دنبال به x شده رمزنگاری برهان الحاق از آمده دست به برهان رمز x∗y∗pψq که جایی

اثباتپذیر T در بالا فرمول که دهیم نشان است لازم است. ψ دنبال به ،y شده رمزنگاری

که شرط به بود خواهد برقرار M در بالا فرمول باشد، T از مدل M کنیم م فرض است.

مقدمات بازگشت تعریف همان proofT (x, y) فرمول توسط M در شده تعریف دوتایی رابطه

گونه آن به β تابع که شرط به شد خواهد محقق شرط این کند. ارضا کرد ارضا N در که را

متناه دنبالههای یعن باشد، داشته را N در موجود خواص همان است شده Mتعریف در که

a ∈M هر برای که دارد را خاصیت این β تابع که است این اساس نکته کند. رمزنگاری را

داریم i < a هر برای که طوری به دارند وجود c, z ∈M ،a طول با f دنباله هر و

.f(i) = β(c, z, i)

دنباله پس بوده، نااستاندارد a است ن مم چون شود. نم حاصل سادگ به این قطع طور به

‐Σ1 ،M در که را fی دنبالههای داریم نیاز فقط ما خوشبختانه باشد. نامتناه a طول با

ما چون است ظریف نکته این بود. خواهد کاف IΣ1 پس کنیم، بررس هستند تعریفپذیر

برای عدد ترین کوچ اصل بیاوریم: دست به IΣ1 درون در را حساب از قسمت توانیم م

چین مانده باق قضیهی ،M عضو دو هر مشترک مضرب ترین کوچ وجود ،Σ1 فرمولهای

داده نمایش proofT (x, y) ویژگ که دهیم نشان توانیم م بنابراین تفاصیل، این تمام با . و...

داریم: رو این از است، برقرار M در فوق شده

.T ⊢ provT (pφq) ∧ provT (pφ→ ψq)→ provT (pψq) (١ . ٣)

که طوری به دارد، وجود Tr1(x) (Σ1−)فرمول ی که دید توان م ،T در (۴ . ١) اثبات برای
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،ψ Σ1‐جملهی هر برای

T ⊢ Tr1(pψq)↔ ψ (۵ . ١)

توسط تواند م است، طولان اگرچه است، Σ1‐جملات برای درست محمول ی Tr1(x)

T این، بر علاوه شود. نوشته ( بازگشت معمول تعاریف (با فرمولها و ترمها رمزنگاری

Σ1‐جملهی هر برای ر، دی عبارت به کند. م اثبات را Σ1‐جملات برای تمامیت قضیهی

داریم، ψ

.T ⊢ Tr1(pψq)→ provT (pψq) (۶ . ١)

(ψ متغیر (با Σ1‐فرمول روی Σ1‐استقرا اعمال با درواقع،

است، کراندار جملهی ی ψ ∧Tr0(ψ)→ provT (ψ)

آوریم م دست به است، کراندار جملات برای درست محمول Tr0(x) که

.∀ψ ∈ ∆0

(
است کراندار جملهی ی ψ ∧Tr0(ψ)→ provT (ψ)

)
(⋆)

رو این از

∀φ
(
است Σ1جمله ی φ ∧Tr1(φ)→ provT (φ)

)
،M |= φ آنگاه ،Tr1(φ) و کراندار ψ(x) ،M |= φ ≡ ∃xψ(x) و باشد T از مدل Mی اگر

داریم (⋆) از پس .M |= ψ(a) ،a ∈M ی برای بنابرین و

،M |= provT
(
ψ(ā)

)
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دهد م نتیجه provT
(
ψ(ā)

)
→ provT (φ) و ψ(ā)→ ∃xψ(x) ≡ φ از که

.M |= provT (φ)

دهند م نتیجه فوق (۶ . ١) و (۵ . ١) پس

T ⊢
(
provT (pφq)→ provT

(
pprovT (pφq)q

))
(۴ . ١)

کنیم. ثابت را گودل ناتمامیت دوم قضیهی توانیم م و هستند خود جای در عناصر همهی حال

:(١ . ١ . ٢) گودل ناتمامیت دوم قضیهی برهان برهان.

طبق .T ⊢ ¬provT (pθq) ↔ θ که باشد چنان θ کنید فرض ،(١ . ٢ . ٣) سازی قطری طبق

داریم (۴ . ١) و (١ . ٣) طبق رو این از .T ⊢ provT
(
pprovT (pθq)→ ¬θq)

)
،(١ . ١)

T ⊢ provT (pθq)→ provT (p¬θq)

مثال، برای است، نادرست جملهی هر ⊥ که ،T ⊢ provT
(
p(θ ∧ ¬θ)→⊥q

)
،(١ . ١) طبق

(١ . ٣) طبق بنابراین، .0 ̸= 0

T ⊢ provT (pθq)→ provT (p⊥q)

کند م بیان رمزنگاری) (طبق con(T ) پس provT¬باشد. (p⊥q) جملهی con(T ) کنید فرض

داریم: پس است. سازگار T که

.T ⊢ con(T )→ θ

طبق بنابراین، و T ⊢ θ آنگاه ،T ⊢ con(T ) اگر چون ،T 0 con(T ) که گیریم م نتیجه

� است. سازگار T بنابراین و T ⊢ ¬θ پس T ⊢ provT (pθq) ،(١ . ١)

گودل) ناتمامیت دوم (قضیهی .۴ . ١ . ٢ قضیه

آنگاه باشد، سازگار T اگر است. IΣ1 شامل که باشد بازگشت نظریه ی T کنید فرض
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.T 0 con(T )

شامل که نیست لازم است، درست زبان هر در T بازگشت نظریههای برای همچنین قضیه

به اینکه یعن باشد. تعبیر قابل T در IΣ1 که است این است نیاز آنچه باشد. حساب زبان

سپس شوند. تعریف IΣ1 از مدل ،T در که باشند موجود T زبان در فرمولهایی ، کل طور

اضافه نمادها این تعریف برای را فرمولهایی و حساب زبان نمادهای T زبان به است ن مم

ارضا را IΣ1 اصول همهی نامند، م T ′ را آن که یافته، توسعه زبان در جدید T این پس کنیم،

پس کند. م

.T ′ 0 con(T
′
)

که گیریم م نتیجه تعریفپذیرند، T در جدید نمادهای همهی که آنجا از اما

.T 0 con(T )

ن مم ZF در است. آن گسترشهای و (ZF ) زرملو‐فرانکل مجموعهی نظریه مهم مثال ی

ضرب و جمع · و + دارد، متناه اوردینالهای آن جهان در که کنیم تعریف را مدل است

α ∪ {α} به را α متناه اوردینال هر که است تابع S هستند، متناه اوردینالهای معمول

ی T اگر بنابراین، کرد. تعبیر را PA توان م ZF در خالیست. مجموعهای 0 و برد، م

آنگاه باشد، ZF شامل بازگشت نظریه

.T 0 con(T )

کوتاه برهانهای ١ . ٣

تصریح موضوع اصل ١ . ٣ . ١

اعضای که دارد وجود B چون مجموعهای S(x) شرط هر و A مجموعهی هر با متناظر •

کنند. م صدق S(x) شرط در که هستند A مجموعهی از عناصری همان دقیقاً آن
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زرملو‐فرانکل مجموعهی نظریه در را گودل ناتمامیت دوم قضیهی برای بعدی کوتاه برهان

نداریم. نحو حسابیسازی به نیازی آن در و است، قبل بخش مقدمات با برهان دهیم. م ارایه

.ZF 0 con(ZF ) آنگاه باشد، سازگار ZF اگر .١ . ٣ . ١ قضیه

ثابت اول مرتبه منطق برای را ناتمامیت قضیهی ZF که کنید توجه قضیه، اثبات از پیش

رو، این از کند، م

ZF ⊢
(
con(ZF )→ دارد مدل ی ZF

)
ی ZF که کند م ثابت ZF کنیم م فرض تناقض، ی به رسیدن و قضیه اثبات برای پس

فهم برای (که باشد ZF اصول از متناه مجموعهای S کنیم م فرض همچنین دارد. مدل

گیرد م دربر را تصریح اصل از نمونه ی فقط که کافیست) کردن» «ارضاء و «مدل» تعریف

دارد. مدل ی ZF که کند م ثابت و بود، خواهد نیاز مورد زیر (١ . ٨) در که

⟨m,Em⟩ ی اگر M < N کنیم: م تعریف باشند، S مدلهای ⟨N,EN⟩ و ⟨N,EM⟩ اگر

چیزی آن M یعن .EM = (Em)N := {⟨x, y⟩ : N |= xEmy} که طوری به باشد موجود

است. m کند م فکر N که باشد

مجموعه، نظریهی زبان از σ جملهی هر برای آنگاه ،M < N اگر کنید توجه

.M |= σ اگروتنهااگر N |= (m |= σ)

.M ⊆ N آنگاه ،M < N اگر که کنید توجه همچنین

دارد.(١ . ٧) وجود M < N آنگاه N |= S اگر .........

فرض .M < N که دارد وجود چنان ⟨m,Em⟩ ∈ N آنگاه ، N |= S کنیم م فرض برهان.

� .M |= S که کنید توجه .M < N آنگاه .EM = (Em)N و M = m کنیم م



١٨ گودل ناتمامیت دوم قضیهی معرف .١ فصل

است.(١ . ٨) تراگذاری رابطهی ی < .........

چون آنگاه باشند، M2 < M3 بر شاهدی m2 M1و < M2 بر شاهدی m1 اگر چون برهان.

وجود چنان E ∈ M3 پس کند، م ارضا را تصریح اصل از نوع M3 و Em1 , Em2 ∈ M3

که دارد

.M3 |= ∀xy
(
xEy → (xEm1y ∧ ⟨x, y⟩Em2Em1)

)
� .M1 < M3 بر است شاهدی ⟨m1, E⟩ که دید توان م راحت به

مجموعهی Cφ(x) کنیم م فرض باشد، آزاد متغیر تنها عنوان به x با فرمول ی φ(x) اگر

دهید قرار باشد. φ(x) توسط شده تعریف طبیع اعداد

D = {φ(x) : ∃M(M |= S ∧M |= φ(x) /∈ Cφ(x))}

آنگاه .Cθ(x) = D پس باشد، ∃M(M |= S ∧M |= x /∈ Cx) فرمول θ(x) کنیم م فرض

اگروتنهااگر S ⊢ θ(x) ∈ D

.∃M
(
M |= S ∧M |= θ(x) /∈ D

)
آن پس کند. م ایفا ١ . ٢ . ٣ سازی قطری قضیهی در را θ جملهی نقش «θ(x) ∈ D» جملهی

نامیم. م θ هم را

(١ . ٩).M |= ¬θ که طوری به دارد وجود M < N آنگاه ،N |= θ اگر .........



١٩ گودل ناتمامیت دوم قضیهی معرف .١ فصل

فرض .N |= (m |= ¬θ) که طوری به دارد وجود m ∈ N آنگاه ،N |= θ اگر برهان.

بنابراین است. آن بر شاهدی M و M < N آنگاه .EM = (Em)Nو M = m کنیم م

� .M |= ¬θ

(١ . ١٠).M |= θ آنگاه ،M < N و N |= ¬θ اگر ...........

از .N |= (m |= ¬θ) آنگاه ،M |= ¬θ اگر باشد. M < N بر شاهدی m دهید قرار برهان.

� است. تناقض ی این و .N |= θ رو این

طوری به دارد وجود M2 < M1 (١ . ٩) طبق ،M1 |= θ اگر .M1 |= S کنیم م فرض حال

کنیم م فرض (١ . ٧) طبق .M2 = M1 دهیم م قرار اینصورت، غیر در .M2 |= ¬θ که

که چنان M4 < M3 دهیم م قرار (١ . ٩) طبق .M3 |= θ (١ . ١٠) طبق .M3 < M2

است. تناقض در (١ . ١٠) با که ،M4 < M2 (١ . ٨) طبق اما .M4 |= ¬θ



٢ فصل

هیلبرت‐برن پذیری اثبات مازاد شرایط

٢٠



٢١ هیلبرت‐برن پذیری اثبات مازاد شرایط .٢ فصل

مقدمه ٢ . ١

هیلبرت‐برن اثباتپذیری شرایط ٢ . ١ . ١

:ψ و φ جملات و T نظریه برای

T ⊢ �φ آنگاه T ⊢ φ اگر J

T ⊢ �(φ→ ψ) −→ (�φ→ �ψ) J

.T ⊢ �φ −→ ��φ J

کلاس روی تواند م که دهیم م ارایه را [۵] گودل ناتمامیت دوم قضیهی از تعمیم سه فصل، این در

نسخههای که است این نتیجه سه هر محتوای .[۴] شود داده تعمیم صوری سیستمهای از گسترده

مهم گودل، دوم قضیهی در ([٧] از ٢٨۶ (صفحه هیلبرت‐برن پذیری اثبات شرط سومین مختلف

اما کند، م بازی را منطق در خاص قوانین بعض نقش اثباتپذیری دوم شرط هستند. تأثیرگذار و

اولین حذف .(١ . ۴ . ٢ (قضیه است تعریفپذیری شرط ی از ضعیفتری ل ش فقط آنجا، در حت

آنها در که کند م فراهم را منطقهایی برای سازگاری قضیهی از استفاده ان ام اثباتپذیری، شرط

نیست. برقرار برش قاعده

علاقهای ندارد، ریاض مبان یا فن برهان نظریه به توجه که خوانندهای در تواند م ٢ . ٣ . ٢ قضیه

از کامل طور به توان م حالت این در و برد، م کار به را سورها منطق که خاطر بدین کند، ایجاد اولیه

جدید» تابهای و «پیچ سری ی به نتایج این اثبات کرد. صرفنظر اثباتپذیری دوم و اول شرایط

در ۵.١ (لم کنیم م استفاده قطری لم از جدید خوانش از ویژه به دارد. نیاز قدیم استدلالهای روی

جدید، ساختار این وسیله به آوریم. دست به (۴ . ٣ . ٢ (لم از متفاوتتری خودارجاع ساختار تا ([۴]

بنابراین، است.» اثباتپذیر من «نقیض گیریم: م نظر در است حقیقت این بیانگر که را φ جمله

منطق ی در ⊢ ¬φ که دهیم م نشان گودل، ناتمامیت اول قضیه به مرتبط فرضیهی از استفاده با

است. ن نامم سازگار

دهیم م نشان هیلبرت‐برن اثباتپذیری شرط سومین از نسخه ی از استفاده با تنها درنهایت،

است. اثباتناپذیر سازگاری که روست این از و دارد، دلالت ⊢ ¬φ بر سازگاری، اثباتپذیری که



٢٢ هیلبرت‐برن پذیری اثبات مازاد شرایط .٢ فصل

مثال عنوان به گودل، اثباتناپذیری دوم قضیهی نسخههای برای استاندارد استدلالهای انواع در

جملهی ی قطری، لم توسط روند. م کار به زیر مختلف ارهای راه ،[۴] در ۵.۶ قضیهی اثبات در

نشان ناتمامیت، اول قضیهی فرض با سپس است. نیستم» اثباتپذیر «من بیانگر که شده ساخته λ

اثباتپذیری شود م داده نشان درنهایت، است. ناپذیر ان ام سازگار منطق در ⊢ λ شود م داده

اثباتهای در اخیر، استدلال این اما است؛ اثباتناپذیر سازگاری پس ،⊢ λ بر دارد دلالت سازگاری،

قضیهی ١ . ۵ . ٢ ٢ . ۴ . ١و قضایای دارد. نیاز هیلبرت‐برن اثباتپذیری شرایط سه همهی به استاندارد،

نوع با تنهایی به نتایج این دهند. م قرار بررس مورد سور از خال منطق در را گودل ناتمامیت دوم

مورد ابزارهای .[٨] دارد سروکار شوند م مربوط هیلبرت اصل برنامه به که سازگاری عبارات از

هستند. پیچیدهای و جدید خودارجاع جملات ١ . ۵ . ٢ ٢ . ۴ . ١و قضایای اثبات برای نیاز

لازم ابزارهای و تعریفها ٢ . ٢

صرفاً که شوند م دیده هایی منطق در معمولاً که دهیم م شرح را T نظریهی روی مفروضات حال

شرایط باید بنابراین هستند. شده شناخته آنها مورد در ناتمامیت اول قضیهی نسخههای برخ

اضافه ناتمامیت دوم قضیهی نسخههای آوردن دست به جهت در قضایا در صراحت به را بیشتری

کنیم.

D مجموعهی ی بین ی به ی تناظری که شود م فرض باشد. T نظریه زبان L کنیم م فرض

فرمول دنبالههای و فرمولها، ترمها، همهی مجموعهی و L از بسته ترمهای شبه و بسته ترمهای از

گوییم م همچنین گیریم؛ م نظر در α ش با تناظر در را ᾱ بستهی شبهترم یا بسته ترم دارد. وجود

روند. م کار به هم جای به ᾱ و pαq پایاننامه این سراسر در است. α از گودل رمزنگاری ᾱ که

ای مجموعه زیر f ∈ F هر دامنهی که طوری به دارد وجود توابع از Fکلاس ی که شود م فرض

است. بسته ترکیب تحت F و است، D از ( (متناه دکارت ضرب حاصل از

برای یعن f گراف برای Af (x1, . . . , xn, xn+1) فرمول ی f ∈ F هر برای که شود م فرض

کنیم م فرض سادگ برای دارد. وجود f(x1, ..., xn) = xn+1 رابطهی

f(x1, ..., xn) = xn+1



٢٣ هیلبرت‐برن پذیری اثبات مازاد شرایط .٢ فصل

است. زبان از فرمول ی

فرمول تا کنیم استفاده k
(
g(x, y), h(y)

)
= z از مثلا باید نمادگذاری، این توضیح ادامهی در

است، F در نیز تابع این و کنیم، مختصر m(x, y) = k
(
g(x, y), h(y)

)
تابع برای را m(x, y) = z

(که f(x1, . . . , xn) ترمهای شبه باید همچنین سورها منطق در است. بسته ترکیب تحت F چون

،f ∈ F و α(x) فرمول ی برای کنیم. فراخوان را نیست) موجود L در موارد اغلب در واقع در

زیر فرمول بیانگر α
(
f(x)

)
(∃y)

(
α(y) ∧ f(x) = y

)
موارد این در چون است، واضح سور بدون زبانهای در α

(
f(x)

)
از منظور سورهاست. منطق در

در است؛ f ∈ F برای ترم گودل عدد f̄ سور، از خال زبانهای در شوند. م استفاده ترمها تنها

مقدمات بازگشت توابع شامل F معمول، طور به است. Af برای گودل عدد f̄ سور، با سیستمهای

شوند: م فرض F درمورد زیر موارد است.

x آزاد متغیر ی با α = α(x) فرمول هر برای بطوریکه دارد وجود sub ∈ F تابع ی (F١)

.pα
(
f(f̄)

)
q با: است برابر sub(ᾱ, f̄) ،f ∈ F هر برای و

با: است برابر neg(ᾱ) ،α فرمول هر برای طوریکه، به دارد وجود neg ∈ F تابع ی (F٢)

.p¬αq

است. T در اثباتپذیر α که باشد این بیانگر ⊢ α کنید فرض

داریم: T منطق مورد در را زیر فرضهای

.⊢ f(a) = b آنگاه ،f(a) = b اگر ،f ∈ F هر برای (T١)

،L از λ(x) فرمول هر برای آنگاه ،⊢ f(a) = b اگر (T٢)

.⊢ λ
(
f(a)

)
⇐⇒ ⊢ λ(b)

کنیم نم فرض عنوان هیچ به آن در (که هستند بسته زیر قوانین تحت T قضایای (T٣)

هستند). T قوانین صراحت به قوانین این



٢۴ هیلبرت‐برن پذیری اثبات مازاد شرایط .٢ فصل

(R١)
nothing
φ→ φ

(R٢)
φ(x)

φ(t)
,

آزاد متغیر ی x

بسته ترم یا ترم شبه هر t

(R٣)
φ→ λ, φ→ ϕ

φ→ λ ∧ ϕ

(R۴)

.
φ→ α,¬α
¬φ

مقدمات نتایج ٢ . ٣

کند. م فراهم خودارجاع جملات آوردن دست به برای جدید ابزاری زیر، لم

ترم ی و φ فرمول ی ( وریتم (ال کارآمد صورت به توان م ψ(x) فرمول هر برای .٢ . ٣ . ١ لم

باشند: برقرار زیر عبارات که یافت چنان را t بسته شبهترم) (یا

،ψ(t) با است برابر φ (١)

.⊢ t = φ̄ (٢)

کنیم. م تعریف d ∈ D هر برای f(d) = sub
(
pψ(x)q, d

)
صورت به را f تابع برهان.

،t = f(f̄) دهیم م قرار است. شبهترم) (یا ترم ی ،y هر برای f(y) همچنین و ،f ∈ F وضوح به

آوریم م دست به (T1) و (F1) از استفاده با و است بدیه (١) پس .φ = ψ(t) و

،⊢ f(f̄) = pψ
(
f(f̄)

)
q

� دهد. م نتیجه را (٢) که



٢۵ هیلبرت‐برن پذیری اثبات مازاد شرایط .٢ فصل

بیان دارد کاربرد سورها منطق در که را گودل‐هیلبرت‐برن قضیهی نسخه اولین توانیم م حال

کنیم.

است: زیر شرایط دارای که باشد T زبان در فرمول provT (u) کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ قضیه

.T ⊢ provT (λ̄) آنگاه ،T ⊢ λ اگر (١)

.T ⊢ provT (t)→ provT
(
pprovT (t)q

)
،t بستهی های شبهترم همهی برای (٢)

آنگاه باشد، سازگار T اگر باشد. ∀u¬
(
provT (u) ∧ provT

(
neg(u)

))
فرمول con(T ) کنید فرض

نیست. اثباتپذیر T در con(T )

در همانها را t و φ و گیریم م نظر در را ٢ . ٣ . ١ درلم ψ(x) = provT
(
neg(x)

)
معادلهی برهان.

داریم: ٢ . ٣ . ١ لم طبق .φ→ φ داریم: (T٣) از (R١) توسط دهیم. م قرار ٢ . ٣ . ١ لم

.⊢ t = φ̄

شبهترم ی neg(t) که جا آن از ،(٢) فرض طبق .⊢ φ→ provT
(
neg(φ̄)

)
که دهد م نتیجه (T٢)

داریم: است، بسته

.⊢ φ→ provT (φ̄)

داریم، (R٣) از سپس

.⊢ φ→ provT
(
neg(φ̄) ∧ provT (φ̄)

)
طبق .⊢ con(T ) کنیم م فرض تناقض به رسیدن برای بالا، پاراگراف در نتیجه آخرین به توجه با

(T٣) از (R٢)

⊢ ¬
(
provT

(
φ̄ ∧ provT

(
neg(φ̄)

)))
فرض با گیریم: م نتیجه زیر صورت به ⊢ ¬φ از را تناقض ی .⊢ ¬φ (T٣) از (R۴) با پس

⊢ ψ(t) بنابراین .neg(t) = p¬φq که آنجا از ⊢ provT
(
neg(t)

)
پس ⊢ provT (p¬φq) داریم ،(١)

� است. شده فرض سازگار T زیرا است، تناقض ی که ،⊢ φ قبل لم از پس



٢۶ هیلبرت‐برن پذیری اثبات مازاد شرایط .٢ فصل

سپس و کرد معرف را Σ0‐جمله»
1 » ی از انتزاع مفهوم توان م لزوم، صورت در .٢ . ٣ . ٣ تذکر

کرد: بازنویس تر طبیع قالب در را (٢)

.⊢ λ→ provT (λ̄) ،λ Σ0‐جملهی
1 هر برای (٢)′

شوند. بازنویس فرمولها ل ش گرفتن نظر در با توانند م (٢ . ٢) بخش در اولیه فرضهای همهی

با ه جایی داد خواهیم انجام زیر (۴ . ٢) بخش در را فرضیات از دقیق مطالعهی چنین ما واقع در

هیلبرت های ایده با مستقیمتری رابطه در این که داریم سروکار سور بدون نوع از سازگاری محمول

است. con مفهوم با مقایسه در [٨]

که (٢) فرض حقیقت در ،(١) فرض و (٢ . ٢) بخش مفروضات گرفتن نظر در با .۴ . ٢ . ٣ تذکر

زبان به را ن مم نتیجه بهترین باشد، م [٧] برن و هیلبرت اثباتپذیری سوم شرط از صورت

دهد. م دست به اند، قرارگرفته بررس مورد ٢ . ٣ . ٢ قضیه در که عموم کلاسهای

اینجا در شود. گرفته نظر در PA روی منطق برای کرایسل از مثال کافیست تنها این، دیدن برای

که شرط به تنها است پذیرفته PA∗ در برهان صورت به پئانو» =حساب PA» در برهان ی

عدد حسب بر کوتاهتر برهانهای با PA قضایای مجموعه به آن آخر فرمول کردن اضافه

provT (x, y) کنیم م فرض شود. نم گزارهای منطق در در فقط ناسازگاری به منجر شان گودل

عدد با (فرمول از برهان ی ( گودل (عدد x که باشد این بیان برای استفاده مورد معمول فرمول

y که باشد این بیانگر prop(y, z) کنیم م فرض همچنین و باشد، PA پئانوی حساب در y ( گودل

فرمول این با است PA∗ در y برهان ی x که proof∗T (x, y) شرط باشد. ¬z با گزارهای معادل

شود: م بیان

proofT (x, y) ∧ (∀u < x)(∀z)
(
prop(y, z) −→ ¬proofT (u, z)

)
نظر در (∃x)proof∗T (x, y) صورت به را است PA∗ در اثباتپذیر y که prov∗T (y) شرط و

و PA∗ واضح طور به ندارد، وجود PA در نوع هیچ از ناسازگاری هیچ که جا آن از گیریم. م

بخش مفروضات همهی پس دارند. سان ی برهانهای حقیقت در دارند، سان ی قضایای PA

عنوان به provT (x) که جایی شوند، م برآورده PA∗ توسط ٢ . ٣ . ٢ قضیه (١) شرط و (٢ . ٢)



٢٧ هیلبرت‐برن پذیری اثبات مازاد شرایط .٢ فصل

و ناسازگاری که آنجا از اینحال با شود. م گرفته نظر در ،(PA (نه PA∗ اثباتپذیری محمول

این از شده (ساخته con∗(T ) ≡ ¬prov∗T (⊥) سازگاری جملهی ندارد، وجود PA∗ در تناقض

این از و شود، نم برآورده PA∗ برای (٢) شرط وضوح به پس است. اثباتپذیر (provT (x)

است. نیاز مورد کل شرط ی که روست

اصل نتایج ۴ . ٢

دسترس قابل سادگ به که است اثباتپذیری بیانگر provT (x) فرمول سور، بدون سیستمهای در

سور بدون بخش مورد در را نتیجه صرفاً اگر و نیست، مناسب ٢ . ٣ . ٢ قضیهی شرط بنابراین نیست.

٢ . ٣ . ٢ قضیهی از بیشتری حساسیت با باید قضیه برای شرط این روشن به بخواهیم، T منطق از

کنترل ان ام که دهیم، م ارایه منطق سور بدون بخش برای نتیجهای بخش، این در شود. تعبیر

تعریف کند. م فراهم را شود م بیان متغیر بدون فرمول لحاظ از که سازگاری عبارت ل ش روی

گزارهای ترکیبات تمام شامل فرمولها از E کلاس کنیم. م یادآوری را (٢ . ٢) بخش در رمزنگاری

در شود. م فراخوانده بسته شبهترم یا ترم هر رمزنگاری از سور بدون ل ش هر به که است فرمول

F−لیست به دارند. وجود ترمها فقط است، بیمعن شبهترم ی مفهوم سور، بدون نظریههای

کنیم: م اضافه را زیر موارد فرضها

،t بسته شبهترمهای و φ = φ(x) ∈ E همهی برای که، دارد وجود چنان sb ∈ F تابع (F٣)

.pφ(t)q با: است برابر sb(φ̄, t)

است). L از ثابت 0 اینجا (در α ∈ E اگر دقیقاً h(ᾱ) = 0 که دارد وجود چنان h ∈ F تابع (F۴)

باشد. کنیم استفاده باید که را سازگاری عبارت ل ش بیانگر تا است لازم صرفاً (F۴) فرض

در α ∈ E فرمول و دومتغیره توابع برای فقط هرچند T نظریه روی را (T١)-(T٣) مفروضات

باشد. شبهترم هر (R٢) در t کنیم م فرض حال، بااین گیریم. م نظر

زیر قانون اعمال تحت عددی) فرمول β ،α (برای باید T که کنیم م اضافه (T٣) تحت همچنین،

باشد: بسته

.
α

β −→ α
(R۵)



٢٨ هیلبرت‐برن پذیری اثبات مازاد شرایط .٢ فصل

حساب مثال بعنوان سور بدون سیستمهای بعض توسط زیر ١ . ۴ . ٢ قضیهی فرض و فوق فرض

شوند. م برآورده ، مقدمات بازگشت

که باشد چنان proofT ∈ F کنید فرض .١ . ۴ . ٢ قضیه

(∃α)
(
proofT (ᾱ, β̄) = 0

)
⇐⇒ ⊢ β

کنیم: م تعریف زیر صورت به را con(T ) و

.¬
(
h(u) = 0 ∧ proofT (v, sb(u, z)

)
= 0 ∧ proofT

(
w, sb

(
neg(u), z

))
= 0

)
باشند: برقرار زیر شرایط کنید فرض همچنین و

ی v آن در که proofT (ᾱ, pφ(v)q) = 0 اگر که دارد وجود چنان c ∈ F مانند تابع (١)

است. برقرار proofT
(
c(ᾱ, t̄), pφ(t)q) = 0 آنگاه است، بسته شبهترم ی t و آزاد متغیر

که دارد وجود چنان L ∈ F ،ρ(z) ∈ E هر برای (٢)

.⊢ ρ(z) −→ proofT
(
L(z), sb(ρ̄, z)

)
= 0

نیست. اثباتپذیر T در con(T ) باشد، سازگار T اگر پس

و φ و کرده اعمال ψ(x) = “¬proofT
(
c(z, z), sb(x, z)

)
= 0” فرمول روی را ٢ . ٣ . ١ لم برهان.

با: است برابر φ(z) که طوری به گیریم، م نظر در را شده داده لم در که را t

¬
(
proofT

(
c(z, z), sb(t, z)

)
= 0

)
گیریم. م نظر در (¬) نف علامت بدون φ(z) را ρ(z) و

بار ی و (T٢) از استفاده دوبار با ،⊢ neg(ρ̄) = φ̄ و ⊢ t = φ̄ دهد م نتیجه ٢ . ٣ . ١ لم که آنجا از

آوریم: م دست به (T٣) تحت (R١) از استفاده

.⊢ ρ(z) −→ proofT

(
c
(
z, z

)
, sb

(
neg(ρ̄), z

))
= 0

داریم: (٢) فرض با حال این با

⊢ ρ(z) −→ proofT
(
L(z), sb(ρ̄, z)

)
= 0



٢٩ هیلبرت‐برن پذیری اثبات مازاد شرایط .٢ فصل

و (R۵) علاوه به (T١) از h(ρ̄) = 0 از استفاده با و اخیر نتیجه دو این ترکیب از پس رو، این از و

آوریم: م دست به (R٣) از استفاده دوبار با سپس

⊢ ρ(z) −→ proofT

(
c
(
z, z

)
, sb

(
neg(ρ̄), z

))
= 0 ∧ (٢ . ١)

proofT
(
L(z), sb(ρ̄, z)

)
= 0 ∧

.h(ρ̄) = 0

که دهد م نتیجه (T٢) تحت (R٢) قانون از استفاده بار سه پس .⊢ con(T ) کنیم م فرض حال

⊢ ¬
(
h(ρ̄) = 0 ∧

proofT
(
L(z), sb(ρ̄, z)

)
= 0 ∧

.proofT
(
c
(
z, z

)
, sb

(
neg(ρ̄), z

))
= 0

)
دست به کنیم، استفاده (T٣) تحت (R۴) از و کنیم، ترکیب (٢ . ١) نتیجهی با را نتیجه این اگر

.proofT
(
ᾱ, p¬ρ(z)q

)
= 0 که گیریم م نظر در طوری را α .⊢ ¬ρ(z) آوریم: م

داریم (T١) همراه به ،(١) توسط سپس

.⊢ proofT
(
c(ᾱ, ᾱ), p¬ρ(α)q

)
= 0

که دهد م نشان ρ(z) تعریف ،⊢ ¬ρ(z) که آنجا از ر، دی طرف از

.⊢ ¬proofT
(
c(ᾱ, ᾱ), sb(t, ᾱ)

)
= 0

این و است، ناسازگار T که دهند م نشان ⊢ sb(t, ᾱ)
)
= p¬ρ(α)q همراه به اخیر، نتیجهی دو این

� است. تناقض ی

بهترین باشد. جمله ی ᾱ اگر واضحاً ،cl(ᾱ) = 0 که طوری به cl ∈ F کنیم م فرض .٢ . ۴ . ٢ تذکر

هیلبرت نظریه در سازگاری، برای گزینه



٣٠ هیلبرت‐برن پذیری اثبات مازاد شرایط .٢ فصل

¬
(
cl(u) ∧ proofT (v, u) = 0 ∧ proofT

(
w, neg(u)

)
= 0

)
معمول روش در شده انتخاب زین جای عمل بیانگر sb(x, y) = z فرمول اگر حال این با است.

داشت: خواهیم باشد،

.⊢ cl
(
sb(⊢ ρ̄, z)

)
= 0

١ . ۴ . ٢ قضیهی از con سازگاری باشد، اثباتپذیر طبیع سازگاری اگر معمول، منطق در بنابراین

بود. خواهد اثباتپذیر

مورد کل طور به (٢) فرض اینکه دیدن برای داریم. را ن مم نتیجه بهترین بازهم .٣ . ۴ . ٢ تذکر

(برای است برقرار (١) فرض برای روشن به که داریم، نیاز PA∗ آزاد متغیر بخش به تنها است، نیاز

نیست. کاف تنهایی به (٢) فرض علاوه، به ببینید). را ٢ . ٣ بخش از ۴ . ٢ . ٣ تذکر ،PA∗

داد تطبیق نتیجه همان آوردن دست به برای را ١ . ۴ . ٢ قضیهی برهان توان م راحت به .۴ . ۴ . ٢ تذکر

با (٢) فرض اگر

⊢ ρ(z) −→ provT
(
sb(ρ̄, z)

)
بیان (proofT (x, y)) برهان جای به (provT (x)) اثباتپذیری حسب بر نتیجه و باشد شده زین جای

نادرست PA∗ برای هیلبرت‐برن اثباتپذیری شرایط از ی حداقل باید ویژه، به باشد. شده

سوم شرط بدیه طور به کرد؟ رد توان م را اثباتپذیری شرط کدام که داد نشان توان م آیا باشد.

نیستند. لازم con اثباتناپذیری تضمین برای شرطها بقیه که چون باشد، نادرست باید اثباتپذیری

سازگاری به نگاه ۵ . ٢

هستند همانها کل زمینه» پس «فرضهای دهیم. م ارایه را سازگاری قضیهی آخر و سوم نسخه حال

به و حذف (R۵) و (R۴) ،(R٣) قوانین (T٣) تحت آنکه از غیر شدهاند، ارایه ۴ . ٢ بخش در که

قانون آنها جای



٣١ هیلبرت‐برن پذیری اثبات مازاد شرایط .٢ فصل

¬¬α −→ β, γ,¬(γ ∧ α ∧ β)
¬α

(R۶)

انگیزه با صرفاً (R۶) تغییر این هستند. E در موجود فرمولهای تمام آن در که شود، م زین جای

برقرارند. هم ر دی قوانین که دید توان م راحت به واقع، در است. زیر قضیهی اثبات در راحت

که باشد چنان proofT ∈ F کنیم م فرض .١ . ۵ . ٢ قضیه

(∃α)
(
proofT (ᾱ, β) = 0

)
←→ ⊢ β

کنیم م تعریف زیر صورت به را con′ و

.¬
(
h(u) = 0 ∧ proofT (v, u) = 0 ∧ proofT

(
w, sb

(
neg(u), z

))
= 0

)
که دارد وجود چنان L ∈ F تابع ،ρ(z) ∈ E فرمولهای همهی برای که کنیم م فرض

.⊢ ρ(z) −→ proofT
(
L(z), sb(ρ̄, z)

)
= 0

نیست. اثباتپذیر con′ باشد، سازگار T اگر

در شده داده t و φ و کرده اعمال ψ(x) = “¬proofT (z, x) = 0” فرمول روی را ٢ . ٣ . ١ لم برهان.

اعمال اثباتپذیری) سوم شرط (یعن ١ . ۵ . ٢ قضیهی اصل شرط طبق گیریم. م نظر در را لم همان

داشت خواهیم ،ρ(z) عنوان به ¬φ(z) روی شده

.⊢ ¬¬proofT (z, t) = 0 −→ proofT
(
L(z), sb(p¬φq, z)

)
= 0

دهد م نتیجه (T٢) ،⊢ t = φ̄ (T١) طبق که آنجا از

.⊢ ¬¬proofT (z, φ̄) = 0 −→ proofT
(
L(z), sb(p¬φq, z)

)
= 0

.⊢ h(φ̄) = 0 داریم همچنین (T١) طبق کنید توجه

گیریم م نتیجه (T٣) از (R٢) طبق .⊢ con
′ کنیم م فرض حال

.⊢ ¬
(
h(φ̄) = 0 ∧ proofT (z, φ̄) = 0 ∧ sb(p¬φq, z)

)
= 0

)
آوریم م دست به کنیم اعمال را (R۶) و کرده ترکیب را اخیر نتیجهی سه اگر



٣٢ هیلبرت‐برن پذیری اثبات مازاد شرایط .٢ فصل

.⊢ ¬proofT (z, φ̄) = 0

چنان را α حال .⊢ φ(z) یعن گیریم، م نتیجه را ⊢ ¬proofT (z, t) = 0 فوراً (T٢) از استفاده با

آنجا از اما .⊢ proofT (ᾱ, φ̄) = 0 (T١) طبق بنابراین .proofT (ᾱ, φ̄) = 0 که گیریم م نظر در

ناسازگار T بنابراین .⊢ ¬proofT (ᾱ, φ̄) = 0 دهد م نشان (R٢) ،⊢ ¬proofT (z, φ̄) = 0 که

� است. تناقض ی که شود، م

φ(x) عددی فرمول ی اگر کند: م بیان زیر صورت به را سازگاری con
′ فرمول .٢ . ۵ . ٢ تذکر

ثابت بتواند T که مواردی در ر م نیست، اثباتپذیر ¬φ(t) tای ترم هیچ برای آنگاه باشد، اثباتپذیر

است. بسته ضروری ترمهای برای زین جای تحت کند



٣ فصل

ناتمامیت دوم قضیهی برای ر دی برهان دو

٣٣



٣۴ ناتمامیت دوم قضیهی برای ر دی برهان دو .٣ فصل

است: [٩] یخ آنِ از زیر برهان

اینکه ر م نیست، اثباتپذیر فوق نظریه در مجموعهها، نظریه برای مدل ی وجود .٣ . ٠ . ٣ قضیه

باشد. سازگار فوق نظریه

نظریه برای مدل ی که کند م ثابت و است سازگار مجموعهها نظریه که کنیم م فرض برهان.

کاف اندازه به اصول از متناه مجموعهی ی Σ کنیم م فرض همچنین دارد. وجود مجموعهها

مجموعهها نظریه از مدل وجود و باشد شدن» «ارضا و «مدل» مفاهیم بندی فرمول به قادر و قوی

نشان N و M با را آنها که است Σ از مدل مدل، ی از منظور برهان ادامهی برای کند. ثابت را

اگر کند. م مشخص را رابطه آن ∈m باشد، دودویی رابطه با مجموعه ی m اگر دهیم. م

،N |= است) رابطه ی E)

N و M اگر .N |= xEy که طوری به (x, y) جفتهای همهی شامل است رابطهای E∗ آنگاه

باشند، کردیم تعریف که مدلهایی

.∈M= (∈m)∗ که طوری به باشد موجود m ∈ N ی اگر M < N

است.) تعریفپذیر N در M یا است N در درون مدل M که است معن این به M < N (اساساً،

داریم σ جملهی هر برای آنگاه M < N اگر

(٣ . ١)

.........

.N |= (m |= σ) اگر فقط و اگر M |= σ

،(∈m)∗ آنگاه ،N |= است) مدل ی m) اگر همچنین، .N |= است) مدل ی m) ویژه، به

که دهد م نتیجه این است. M < N مدل ی از ∋‐رابطه

(٣ . ٢)

.........

.M1 < M3 آنگاه M2 < M3 و M1 < M2 اگر

کنیم م فرض و گیریم، م نظر در ( گودل (رمزنگاری عددی فرمولهای از را ثابت رمزنگاریهای

باشد. اعداد از تعریفپذیر مجموعهی n‐امین نام Sn



٣۵ ناتمامیت دوم قضیهی برای ر دی برهان دو .٣ فصل

طوری به دارد Mوجود مدل ی که ویژگ این با است n اعداد همهی مجموعهی S .۴ . ٣ . ٠ تعریف

که

.M |= n /∈ Sn

اثباتپذیر Σ در زیر ارزی هم آنگاه باشد. «k ∈ S» جملهی A و S گودل عدد k کنیم م فرض

است:

.A←→ ∃M(M |= ¬A) (٣ . ٣)

آنگاه باشد مدل ی M اگر (٣ . ١) طبق

.M |= A←→ ∃N < M(N |= ¬A) (۴ . ٣)

،(۴ . ٣) از نتیجهای عنوان به است. منف اینصورت غیر در و M |= A اگر است مثبت M گوییم م

کند م ثابت و است سازگار Σ که آنجا از هستند. مثبت Nها < M همهی آنگاه باشد منف M اگر

داریم دارد، وجود مدل که

(۵ . ٣)

.........

دارد. وجود مدل ی

(٣ . ١) از استفاده با همچنین و

(۶ . ٣)

.........

دارد. وجود N < M مدل ی M مدل هر برای

طبق باشد، مثبت M1 اگر باشد. مدل ی (۵ . ٣) طبق M1 کنیم م فرض تناقض، به رسیدن برای

طبق .M2 = M1 دهیم م قرار اینصورت غیر در دارد، وجو M2 < M1 منف مدل ی ،(۴ . ٣)

(۴ . ٣) طبق است. مثبت M3 است، منف M2 که آنجا از و دارد، وجود M3 < M2 مدل ی (۶ . ٣)

رسیم. م تناقض به (٣ . ٢) از M4 < M2 داریم و دارد، وجود M4 < M3 منف مدل ی
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برای ر دی روش است. نیستم» اثباتپذیر «من گودل تناظر (٣ . ٣) در A جملهی .۵ . ٣ . ٠ تذکر

متغیر ی با مجموعهها نظریه زبان از فرمول ویژگ ی است: صورت این به A آوردن دست به

قرار و باشد، ∃M : M |= ¬q(q) (q های ویژگ همهی بین (از ویژگ p کنیم م فرض است. آزاد

است. برقرار (٣ . ٣) پس .A = p(p) دهیم م

حال این با کند، م استفاده تمامیت قضیهی از گودل قضیهی از ما اثبات که هرچند .۶ . ٣ . ٠ تذکر

شود. اعمال نیز (PA) پئانو حساب مثل ضعیفتری نظریههای روی که شود اصلاح طوری تواند م

را زیر استدلال باشد)، ناسازگار اینکه ر (م کند نم ثابت را خودش سازگاری PA اینکه اثبات برای

داریم:

علاوه اثباتپذیراست. PA در است» سازگار PA» اینکه و است سازگار PA که شود م فرض

براین

.PA ⊢ است) PA از کارانه محافظه تعمیم ی Γ)

بنابراین

،Γ ⊢ است) سازگار نظریه ی از کارانه محافظه تعمیم ی Γ)

فرض حال دارد. مدل ی Γ که کند م ثابت Γ نتیجه، در کند. م ثابت را خودش سازگاری پس

مدل ی Σ کند م ثابت که باشد Γ از قوی کاف اندازه به متناه زیرمجموعهی ی Σ کنیم م

شود. م منجر تناقض به فوق برهان دارد؛

ناتمامیت و خودنامصداق ٣ . ١

عبارت از گرِلینگ پارادوکس کارگیری به با گودل ناتمامیت دوم قضیهی از برهان بخش این در

که کنیم م تعریف را HETT جملهی ،ZF شامل T نظریه ی برای دهیم. م ارایه خودنامصداق

T از جمله این دهیم م نشان است. نامصداق خودش « «خودنامصداق عبارت کند م بیان مستقیماً

ونه چ دهیم م نشان نهایت در است. T سازگاری با (T در (اثباتپذیری معادل و شود نم نتیجه

بسازیم. پئانو حساب برای مشابه ناتمامیت برهان
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برهان درواقع، است. گودل ناتمامیت قضیهی از مطمئن معنایی برهان ارایهی قسمت این از هدف

پارادوکس جای به داریم قصد اینجا در حال این با شد. خواهد انجام [١۵] از مشابه چهارچوب در

گرِلینگ پارادوکس از (n از کمتر فرمول هر با (یا کلمه nتوسط ناپذیر تعریف عدد ترین کوچ ، بری

کنیم. استفاده خودنامصداق) (عبارات

گرلینگ پارادوکس ٣ . ١ . ١

آید: دست به زیر روش از تواند م گرلینگ متناقضنمای

(برای نباشد درست خود خودی به که یرید ب نظر در ( موضع (ی «خودنامصداق» گزارهی ی

که محمول به راجع اما نیست). طولان عبارت ی خود چون است، خودنامصداق « «طولان مثال

تناقض به ساده استدلال با است؟ خودنامصداق «خودنامصداق»، آیا گفت؟ باید چه کردیم، تعریف

هست. نباشد، خودنامصداق اگر و نیست باشد، خودنامصداق خودنامصداق، اگر رسیم. م

مجموعهها نظریه ناتمامیت ٣ . ٢

به نامیم. م «مدل» ی را باشد R ⊆ |M |2 که طوری به M = (|M |, R) زوج هر .٣ . ٢ . ١ تعریف

کنیم. بررس «∈» از ن مم تعبیر عنوان به را R برآنیم چون ،«∈M» نوشت خواهیم ،R جای

.∈M=∈N ∩|M |2 و |M | ⊆ |N | اگروتنهااگر است N از زیرمدل M .٣ . ٢ . ٢ تعریف

هر برای و باشد N از زیرمدل M اگروتنهااگر است N از متعدی زیرمدل ی M .٣ . ٢ . ٣ تعریف

.b ∈ |M | آنگاه ،N |= b ∈ a و b ∈ |N | ،a ∈ |M | اگر ،b و a

شده شناخته خوبی به حقیقت ی این باشد. ZF شامل ZF زبان در نظریهای T کنیم م فرض

هر مثال (برای داد تشخیص Vw اعضای یعن ، متناه مجموعههای با را فرمولها توان م که است

کنیم م انتخاب کند م ایفا را ما زبان نمادهای از نقش ی که را Vw به متعلق مجزای مجموعهی

کنیم). م تعریف نمادها این از مشخص n−تاییهای صورت به را فرمولها سپس و
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(Vw,∈) که طوری به دارد وجود M با ریخت ی M1 مدل ی ،T از M مدل هر برای .۴ . ٣ . ٢ لم

باشد. M1 از متعدی زیرمدل ی

آنها در که مدلهایی روی پس این از ،۴ . ٣ . ٢ لم نظر از ببینید. را [١۵] مثال عنوان به اثبات، برای

،x, y ∈ Vw هر برای یعن کنیم، م بحث است شده Vw به محدود ∈ رابطهی

.x ∈ y اگروتنهااگر x ∈M1 y

استفاده منظور این برای pφq علامت مدلهاست. این به متعلق T زبان فرمولهای همهی ویژه به

کنیم. بررس شده داده مدل از عضو ی عنوان به را وابسته فرمول که شود م

ی N عامیانه، زبان (به دهیم م قرار آن درون مدل را N و باشد مدل ی M کنیم م فرض حال،

بیان با را حالت این نباشد). مدل ی شاید واقعیت در اما بنگریم، M درون از آن به اگر است مدل

M با مطابق باید مربوط مفاهیم همهی که این معن به کنیم، م توصیف N = (|N |M , (∈N)
M)M

کند؛ م ارضا آن در را ∈M رابطهی x فقط که است حالت {x}M مثال عنوان (به شوند گرفته نظر در

M با مشابه سطح در N از است بهتر حال هر در شود). تعبیر مشابه روش به باید (x, y)M نماد

ی کنیم، م تعریف را آن مقابل نقطهی بنابراین .(M در شدن» «داخل بدون (یعن کنیم صحبت

طور همان کند، م رفتار حقیق فرمولهای به توجه با سان ی روش در که M از «برگرفته» N∗ مدل

کند. م رفتار M در بسیار فرمولهای به توجه با N که

دهید: قرار .۵ . ٣ . ٢ تعریف

|∗N|؛ =
{
a ∈ |M | :M |= a ∈ |N |M

}
(i)

=∗N∋؛
{
(a, b) ∈ |N∗|2 :M |= “N |= a ∈ b”

}
(ii)

.N∗ =
(
|N∗|,∈N∗

)
(iii)

نظریهی از مناسب فرمول ی وسیلهی به باید مربوط ان م که است معن این به قول نقل علامت

یعن «N |= a ∈ b» خصوص به شود. پر a, b پارامترهای با مجموعهها

.
(
(a, b)M , (∈N)

M
)
∈ ∈M

آنگاه باشد. N∗ در پارامترها با فرمول φ(a1, . . . , ak) کنید فرض .۶ . ٣ . ٢ لم



٣٩ ناتمامیت دوم قضیهی برای ر دی برهان دو .٣ فصل

.M |= “N |= φ(a1, . . . , ak)” اگروتنهاگر N∗ |= φ(a1, . . . , ak)

باشد. م φ پیچیدگ روی استقرا با برهان

را شده تضمین ۶ . ٣ . ٢ لم توسط وجودشان که مدلهایی از اضاف های ویژگ برخ قادریم حال

اگروتنهااگر (M با مطابق ω (یا شود م نامیده ωM ی مجموعه ی دهیم. شرح

M؛ |= “a = ω”

با مطابق فرمولهای (مجموعه FormM و (Vω)
M ،(Vn)M مجموعههای از توانیم م روش همان به

داریم: آنگاه کنیم. صحبت (M

.M خارج از برگرفته است، ωM از اصل بخش ی ω (i)

نظر در M از خارج را مجموعه آخرین این کنیم م فرض ،Vn = (Vn)
M ،n ∈ ω هر برای (ii)

غیراستاندارد اعداد شامل تواند م ωM چون شود، نم نتیجه Vω = (Vω)
M از حال این با گرفتهایم.

باشد.

است. شده گرفته نظر در M از خارج که است FormM به متعلق φ ،φ فرمول هر برای (iii)

ارضا را ری دی شرط همچنین باید T ،ZF داشتن دربر از جدا گیریم. م نظر در را T نظریه حال

باشد. بازگشت شمارای باید T قضایای مجموعه ر، دی عبارت به باشد. اصلپذیر باید کند:

ی با مطلق فرمول φ(x) که باشد موجود φ(x) اگروتنهااگر است اصلپذیر T .٣ . ٢ . ٧ تعریف

و باشد پارامتر بدون و آزاد متغیر

،T =
{
a ∈ sent : (Vω) |= φ(a)

}
است. جملات مجموعهی sent که

شامل خودشان که کنیم صحبت T از مدلهایی به راجع داریم قصد ناتمامیت، دوم قضیهی بحث در

ی داریم نیاز واقع در که چیزی است: اصلاح نیازمند فرمولبندی این اما هستند. T از مدلهایی

باشد. شده ساخته M دامنهی در که است T نظریه ی از (M در مشمول (یعن است درون مدل
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مشخصهی فرمول ی برای که معناست این به ،M |= “N |= T” نویسیم م وقت مثال برای بنابراین

داریم: ٣ . ٢ . ٧ تعریف حسب بر T

.M |= “∀x ∈ sent[(Vω,∈) |= φ(x)⇒ N |= x]” (٣ . ٧)

آنگاه گیریم. م نظر در آمده دست به M از خارج N مدل ی آوردن بیرون با که مدل را N∗ حال

داریم:

.N∗ |= T آنگاه ،M |= “N |= T” اگر .٣ . ٢ . ٨ لم

مانند مجموعهها، نظریه فرمول ی برای که واقعیت این از استفاده با لم این برهان.

φ(x1, . . . , xn)

.a1, . . . , an ∈ Vω و باشد) نشده استفاده M پارامترهای از آن در (که

خود شود. م ثابت M |= “(Vω,∈) |= φ(a1, . . . , an)” آنگاه ،(Vω,∈) |= φ(a1, . . . , an) اگر

� شود. ثابت φ فرمول ی پیچیدگ روی استقرا با تواند م واقعیت این

با و شده برگرفته M2 از که طوری به باشد داشته وجود M3 اگروتنهااگر M1 < M2 .٣ . ٢ . ٩ تعریف

باشد. ریخت ی M1

.M1 < M3 آنگاه ،M2 < M3 و M1 < M2 اگر ،M1,M2,M3 هر برای .٣ . ٢ . ١٠ لم

است: مطلب دو این پایهی بر برهان برهان.

باشیم داشته اگر (یعن باشد M∗
2 نظر نقطه از مدل M∗

1 ،M3 دامنهی در اگر .١

،(M3 |= “M∗
2 است=| مدل ی M∗

1 ”

از را آن توانیم م ر دی بار ی بعد و برداریم M∗
2 از را M∗

1 توانیم م M3 دامنهی در بازهم آنگاه

اگر که است این نکته حال آوریم. م دست به M1 « «واقع مدل ی روش این با برداریم. M3

پس بود تعریفپذیر M∗
2 در M1 بازهم صورت آن در چون داشتیم، برم M3 از را M∗

2 ابتدا در

آمد. م دست به M1 « «واقع مدل ی بازهم و برداریم M2 از مستقیماً را M∗
1 توانستیم م
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M4 مدل ی آنگاه شده، برداشته M1 از که باشد مدل M3 و باشد ریخت ی M2 با M1 اگر .٢

� است. ریخت ی M3 با M4 که طوری به دارد وجود M2 از شده برداشته

است: زیر جملهی con(T ) آنگاه باشد. T مشخصهی فرمول φ کنیم م فرض .٣ . ٢ . ١١ تعریف

.M |= ψ آنگاه (Vω,∈) |= φ(pψq) و ψ ∈ sent اگر ψ هر برای که طوری به دارد وجود M مدل

کنیم. بیان را ناتمامیت دوم قضیهی توانیم م حال

گودل) ناتمامیت دوم (قضیهی .٣ . ٢ . ١٢ قضیه

.T 2 con(T ) ر دی عبارت به دارد. مدل ی T + ¬con(T ) آنگاه باشد، داشته مدل ی T اگر

تعبیر نحوی صورت به con(T ) جملهی ناتمامیت، دوم قضیهی بندی فرمول در .٣ . ٢ . ١٣ تذکر

از ی که شرط به معادلند، نسخه دو این ندارد». وجود T در p0 = 1q برای برهان «هیچ شود: م

ProvT محمول اساس خواص کنندهی مشخص که ببینید) را [١٩]) اثباتپذیری شرایط دارای آنها

اساساً ناتمامیت قضیهی نحوی نسخهی اثباتپذیری شرایط بدون باشد. است، (T در (اثباتپذیری

بود. خواهد آن کلاسی نوع از ضعیفتر

شروع hetT اختصار به ،« «خودنامصداق محمول تعریف با را ٣ . ٢ . ١٢ قضیهی به منتج استدلال

جملهی بیانگر ، خودنامصداق عبارت اصل پارادوکس در که را HETT جملهی سپس کنیم. م

کنیم. م معرف است» خودنامصداق « ««خودنامصداق

کنیم م تعریف .١۴ . ٣ . ٢ تعریف

.M 2 φ(pφ(x)q) که طوری به باشد موجود T از M مدل ی اگر hetT (pφ(x)q) (آ)

.hetT (phetT (x)q) اگر HETT (ب)

اثبات دهند، م نتیجه را ناتمامیت دوم قضیهی هم اتفاق به که را گزارهای دو داریم قصد ادامه در

کنیم.

.T |= con(T ) ≡ HETT .١۵ . ٣ . ٢ گزاره

.T 2 HETT آنگاه باشد، داشته مدل ی T اگر .١۶ . ٣ . ٢ گزاره
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اول: گزارهی برهان

تعریف طبق .M � ¬HETT که کنیم م فرض همچنین .M � con(T ) و M � T دهیم م قرار

رسیم م نتیجه این به HETT

.M � ∀N [“N � T”⇒ “N � HETT”]

آنگاه .M � “N � T” که کنیم م انتخاب گونهای به را N مجموعهی ،M � con(T ) که آنجا از

وضوح به

.M � “N � HETT”

که طوری به دارد وجود S مجموعهی ی HETT تعریف طبق

و M � “N � “ � T””

.M � “N � “S � ¬HETT””

آوریم: دست به و برداریم را N از را S توانیم م M درون کار با سپس

و M � “S � T”

.M � “S � ¬HETT”

از مدل باید M درون T مدل هر کردیم، مشاهده قبلا که همانطور زیرا است، تناقض ی این اما

وجود HETT که کنید توجه کافیست ر دی طرف برای و شد اثبات طرف ی اکنون باشد. HETT

� دهد. م نتیجه را ( اضاف خاصیت (با T برای مدل ی

دوم: گزارهی برهان

بنابراین ،T � HETT کنید فرض همچنین باشد. M مدل ی دارای T کنید فرض

درست ¬HETT آن در که داشت خواهد وجود M در T از N ر دی مدل ی آنگاه .M � HETT

در این وضوح به .N∗ � ¬HETT و N∗ � T آوریم م دست به داریم. برم M از را آن حال است.

� است. T � HETT فرض با تناقض
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قضیهی حال کردیم. مشاهده را (١۶ . ٣ . ٢ و ١۵ . ٣ . ٢) دوم و اول گزارههای اثباتهای روند بنابراین

در .T � con(T ) و باشد داشته مدل ی T که کنید فرض شود: م نتیجه بدیه طور به ٣ . ٢ . ١٢

مدل T (١۶ . ٣ . ٢) دوم گزارهی با سپس اما T � HETT (١۵ . ٣ . ٢) اول گزارهی طبق حالت این

کند. م تمام را اثبات این و ندارد

پئانو حساب ناتمامیت ٣ . ٣

بازسازی منظور به باشد. PA شامل حساب زبان در سازگار اصلپذیر، نظریه ی T کنید فرض

کنیم م فرض هستیم. مدلها روی محدودیت ایجاد برای راه نیازمند حساب، در HETT فرمول

معرف استاندارد مدلهای در که کراندار) سورهای با تنها (یعن باشد 0∆‐فرمول ی φT (x)

مجموعهی sent و Σ2‐فرمولها برای درست محمول ی Tr2(x) و است T اصول مجموعهی

است: Σ2 ،Φ که کنیم م معرف را complT (Φ) محمول از زیر تعریف T درون باشد. جملات

complT (Φ) ≡ ∀ψ[ψ ∈ sent⇒ [Tr2(pΦ(ψ)q) ∨ Tr2(pΦ(¬ψ)q)]

∧∀x[φT (x)⇒ Tr2(pΦ(x)q)]

∧¬∃d:

.[Tr2(pΦ(θ)q) که طوری به است θ فرمولهای مجموعه براساس p0 ̸= 0q از اثبات d]

کند. م تعریف را T از کامل سازگار توسیع ی Φ که است این عبارات این معن

کنیم: م استفاده ( برن و (هیلبرت شده حسابی تمامیت ازقضیهی

T ⊢ con(T ) ≡ ∃ΦcomplT (Φ) (HB)

بسازیم. دوباره T درون را خود نظریه‐مجموعهای جملات دهد م اجازه ما به قضیه این

و hetT (x) ≡ ∃ψ[complT (ψ) ∧ Tr2(pψ(¬x(x)q)]

HETT ≡ hetT (phetT (x)q).



۴۴ ناتمامیت دوم قضیهی برای ر دی برهان دو .٣ فصل

طرف از شود. م نتیجه HETT از con(T ) گزارهی وضوح به

،hetT (x) ≡ ∃ψ[complT+¬x(x)(ψ)]

داریم: (HB) طبق پس

.hetT (x) ≡ con(T + ¬x(x))

ر دی عبارت به

.hetT (x) ≡ ¬ProvT (px(x)q)

آوریم: م دست به آنگاه کنیم. ذاری جای HETT از تعریفمان در را این توانیم م حال

،HETT ≡ ¬ProvT (phetT (hetT (x)q))

«من گوید م که جمله ی از ری دی مثال .HETT ≡ ¬PrT (pHETTq) که معناست این به که

گزارههای حسابی همتاهای استاندارد روش به توانیم م بنابراین آوردهایم. دست به نیستم» اثباتپذیر

کنیم. اثبات را (١۶ . ٣ . ٢ و ١۵ . ٣ . ٢) دوم و اول
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